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SZABALYOZOTT EGYENSULYOZASI
RENDSZER PERIODIKUS MEGOLDASAI

Kollar L. E.* Somlo6 J. Stépan G.*

Osszefoglalas

Egy korabban megalkotott inverz
inga-kocsi modell linearis stabilitdsvizs-
gélatat roviden oOsszefoglaltuk. A hajtasnal
megjelené kotyogést nemlineéris rugokarak-
terisztikaként vettiik figyelembe. Ez sza-
kaszonként linearis rendszerhez vezet és a
rid fols6 egyensulyi helyzete koriili rezgését
okozza. A periodikus megoldasokat har-
monikus linearizalassal kerestiik, azok am-
plitudojat és frekvenciajat meghataroztuk
a szabalyozasi paraméterek fiiggvényében.
A felharmonikusok hatésat is megvizsgal-
tuk. Az eredményeket Osszehasonlitottuk
a korabban kapottakkal és meghataroztunk
egy paramétertartomanyt, ahol ez a mod-
szer megbizhatoan alkalmazhato.

1. Bevezetés

Szakaszonként linearis tagokat tar-
talmaz6 dinamikai rendszerek gyakoriak
a gépipari gyakorlatban. Fogaskerékparok
kotyogéassal,  iitkozéscsillapitok, mozgd
gépszerkezetek szarazsurlodassal, szom-
szédos épiiletek foldrengés kozben szaka-
szonként linedris merevséget, csillapitéist
vagy kompenzal6 erét tartalmazo rendszer-
rel modellezhetGk. A gyengén nemlineéris
egyenleteknél  alkalmazhatdé  analitikus
modszerek a mozgésegyenletek erésen nem-
linearis jellege miatt ezekben az esetekben
nem hasznalhatok, de 1éteznek a periodikus
megoldasok  meghatarozasara  alkalmas

*Budapesti Mitszaki és Gazdasigtudoményi
Egyetem, Miszaki Mechanikai Tanszék

tBudapesti Miiszaki és Gazdasigtudomanyi
Egyetem, Gépgyéartastechnologia Tanszék

'Budapesti Miiszaki és Gazdasigtudomanyi
Egyetem, Miiszaki Mechanikai Tanszék

analitikus modszerek [5]-[8].

Ilyen  rendszerek  szabalyozasanak
tipikus esete a mechanikai rendszerek insta-
bil egyenstlyi helyzeteinek a stabilizilasa.
Ez az eset a fent emlitetteken kiviil szimos
més gépipari feladatban is eléfordul. Igy
vizsgalatdnak mind oktatéasi, mind kutatési
fontossdga van. Ez a probléma meriil fel
a kocsira helyezett rid egyenstlyozasanél
is, ahol a kocsit egy motor hajtja egy
fogasszijon keresztiill. A rad fligg6leges
egyensiilyi helyzete instabil, a hajtasnal
jelentkezé kotyogas kovetkeztében pedig
a leir6 rendszer szakaszonként linearis. A
kotyogas nélkiili rendszer stabilitdsvizs-
galata és a szabélyozasi paraméterek sikjan
megszerkesztett stabilitasi térkép [11]-ben
megtalalhato. A kotyogéas figyelem-
bevételével periodikus megoldasok jelennek
meg abban a paramétertartomanyban, ahol
a kotyogéas nélkiili esetben a Routh-Hurwitz
kritériummal stabil pontok hatarozhatbak
meg. A tovabbiak a periodikus megoldasok
meghatarozasat  targyaljadk  harmonikus
linearizalassal [5|, majd az eredményeket
Osszehasonlitjuk a "continuation" mobd-
szer [14] alkalmazasaval korabban kapott
eredményekkel [12]-[13].

2. Az inverz inga-kocsi modell

A kordbban emlitett egyenstlyozési
rendszer az 1. &bran lathato [10]-[13]. A
rendszer 2 szabadsagi fokt, Aaltaldnos ko-
ordindtdk az inga ¢ szoge és a hajtoszi]
A = rptp — Fr megnyilasa, ahol ry, [m]
a motortengely sugara, r, |m| és R, [m|
a hajtott kerék sugarai, 1) a motortengely
szoge, és x [m| a kocsi vizszintes irdnyu el-
mozdulésa. A szabélyozasi rendszer a kocsi



% sebességét, valamint az inga ¢ szogelfor-
dulésat és annak derivaltjat méri. A motor
K csillapitasa a kocsi mozgasanak differen-
cialis erdsitésével elimindlhato, igy a szaba-
lyozo er6 az aldbbi alaktra egyszertisodik

Q=Pp+ Dy, (1)

ahol P és D a PD-szabalyoz6 egytitthatoi.
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ahol R, = sA arugalmas szijban ébredd erd,
s [N/m] a rugémerevség, m |kg| és m,, [kg|
az inga és a motor tomege, M [kg| a kocsi
és a motor tomegének, valamint a kerekek
inerciajabol redukalt tomegnek az Osszege,
I [m] az inga hossza és g [m/s?] a nehézségi
gyorsulés.

A rendszer stabilitasvizsgalata
megoldhaté a Routh-Hurwitz kritérium
alkalmazaséaval [11]. (2) trivialis megoldasa
aszimptotikusan stabil akkor és csak akkor,
ha

1 r2 70, R
P>PFP = M+ -m,,—= mw,
0 <m+ —|—2m RZ;)g "

H2 > Oa (3)
ahol H, a maximélis méretd Hurwitz-
determinéns. A stabilitasi térkép megraj-

zolhatd, ahogy az az 1. abran lathato.

3. A harmonikus linearizalas al-
kalmazasa

A kotyogds a hajtészij és a mo-
tortengely kapcsolatanal jelenik meg. A szij
nem kozvetiti a szabdlyoz6 erét a kotyogés
kis tartoményaban, vagyis a rugdkarakte-
risztika nemlinearis. A szijban ébredd erd
a A megnyulas fliggvénye

s(A+f) A<—f
R, = 0 Al<f (4
s(A=f) A=f

ahol f a kotyogas értéke. Ez a fiiggvény a
2(a) abran lathato.

A tovabbiakban a harmonikus line-
arizalast alkalmazzuk szakaszonként linearis
rendszerekre, ahogy azt [5| ajanlja. Bontsuk
fel a fenti fiiggvényt lineéris és telitettségi
gorbékre [5|! A karakterisztika szim-
metrikus, ezért elég a pozitiv megnytulas tar-
toményaban felirni

sA A<

Rs:sA—{Sf A f o (5)

ahogy az a 2(b) abran adott. Periodikus
megoldasokat keresiink, igy a megnytulast
A = Bsin(wt) alakban feltételezziik és



mivel a karakterisztika egyértékd és szim-
metrikus, a szijban ébredd ers az aldbbi
alakira egyszertisodik

(©)

R, = bA+r3Bsin (3wt)+r; B sin (5wt )+
ahol
2 1)
% (arcsin% % — ZJ;—) (7)

B B
s = —SK11 7 , T's = —SKj12 7 Y e

o (B) = (2 ®)
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2. dbra (a) A rugdkarakterisztika és
(b) felbontdsa

0.002

Els6 1épésben a felharmonikusok el-
hanyagolasaval Ry = 0bA helyettesités
alkalmazhat6 a (2) egyenletben.  Peri-
odikus megoldas akkor jelenik meg, ha
a karakterisztikus egyenletnek van tisztan
képzetes gyokparja. Legyen A a karakte-
risztikus gyok. A karakterisztikus egyen-
letben A = 7w helyettesitéssel élve, majd
a valos és a képzetes részt szétvalasztva,
2 egyenlet kaphato. A rendszert jellemzd
paraméterek és (7) behelyettesitésével az
egyenletek 4 ismeretlent tartalmaznak, a
rezgés B amplitudojat és w szogfrekven-
cidjat, valamint a P és D szabalyozési
paramétereket.  Ha az egyik szabalyo-
zasi paraméter rogzitett, akkor a rezgés
szogfrekvencidja és a maésik szabélyozasi
paraméter megkaphat6 a rezgés ampli-
tudojanak a fiiggvényében. Igy a peri-
odikus megoldas amplitudoja és frekven-
cidja meghatarozhatéo minden olyan szaba-
lyozési paraméterpéarra, amelyre periodikus
megoldas létezik.

4. A kapott eredmények
A szamitasokat egy [13]-ban adott,

megvalosithato inga-kocsi rendszert
jellemz&  paraméterekkel — végeztiik el

(1d. Fiiggelék). A folytonos gorbék a 3(a)
és 3(b) abran a proporciondlis erdsitést,
ill.  a szogfrekvenciat mutatjak az am-
plitudo fiiggvényében, ha a differencialis
erGsités rogzitett, D = 2 [Nms|. A
legkisebb amplitudéji periodikus megoldas
B = 1.0087 [mm]-re kaphato, szogfrekven-
cidja w = 0.0705 [1/s], az ehhez tartozo
proporcionalis erdsités pedig P = 0.1986
[Nm|, ami a (3) egyenletben meghataro-
zott Py. Az 1. &brén lathatd stabilitasi
tartomanyt hatarol6 egyenes ennél az
értéknél kaphato meg. A 3(a) abran
mutatott egyenes a D = 2 [Nms| esetén a
stabilitasi tartoméanyt hatarolé parabola P
koordin4dtajanal lathato.

A folytonos gorbék a 3(c) és a
3(d) Aabran a differencialis erdsitést és
a szogfrekvencidt mutatjak az amplitudo
fiiggvényében, ha a proporciondlis erdsités
rogzitett, P = 20 [Nm]. A 3(c) abran hu-



zott egyenesek a P = 20 [Nm]| esetén a sta-
bilitasi tartoméanyt hatarolo parabola D ko-
ordinatainal lathatok.
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3. dbra (a) P — B dsszefiiggés és

(b) w — B dsszefiiggés D = 2 [Nms|-ra,
(¢) D — B ésszefiiggés és

(d) w — B dsszefiiggés P = 20 [Nm/-re

A 3. abran a pontozott vonallal jel6lt
gorbék a "continuation" moédszerrel kapott
eredmények [12]. A két modszerrel kapott
eredmények elég jol egyeznek, eltekintve
egy a stabilitasi tartomanyt Py-nal hatarolo
egyenes melletti kis tartomanytol, ahol a
"continuation" modszer szerint a periodikus
megoldas nem létezik.

A felharmonikusok hatésat szintén
megvizsgaltuk. Az alapharmonikus b
egyiitthatoja, valamint az els§ és a mé-
sodik felharmonikus r3 és r5 egyiitthatoja
a (7)-(9) egyenletekbsl megkaphato az am-
plitudo fiiggvényeként. Osszehasonlitando
a byry ill.  ry egyilitthatoknak a W (A)
atviteli fiiggvénnyel az iw,3iw ill. 5w
helyen vett értékével képzett szorzata. Ha
[rsW (3iw) | < bW (iw) | és |rsW (biw) | <

bW (iw) |, akkor a felharmonikusok el-
hanyagolhatok.
(a) |rsW (3iw) |, |rsW (5iw) |
1 T T T T T T
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4. dbra  |rsW (3iw) | (keresztek) és

lrsW (5iw) | (pontok)
(a) D =2 [Nms],
(b) P =20 [Nm/



A rugoOkarakterisztika hatasit vizs-
géljuk, igy az atviteli fliggvény bemenete a
megnytilas, kimenete a rugoers

T; 1

Lout

(10)

A 4. 4bra a felharmonikusok és
az atviteli fiiggvény szorzatat mutatja,
pontosabban ennek, valamint az alaphar-
monikus atviteli fliggvénnyel képzett szorza-
tanak a hanyadosat. Az alapharmonikus és
az atviteli fiiggvény szorzata viszont 1, a-
hogy az a (10) egyenlethdl kivetkezik.

A stabilitdsi tartomanyt  Py-nal
hatarol6 egyeneshez kozeli P  értékek
esetén a felharmonikusok nem hanyagol-
hatok el, de P novelésével |rsW (3iw) | és
|rsW (5iw) | lecsokken [bW (iw) | 10%-a alé.
|rsW (3iw) |-nek  D-t6l fiiggGen van egy
maximuma, de még ez a maximum sem éri
el az 0.1-et, kivéve Py-hoz kozeli P értékek
esetén. 715 megvaltoztatja az elGjelét egy
bizonyos B értéknél, igy |rsW (5biw) |-nek
két maximuma van.

5. Kovetkeztetések

A harmonikus linearizalassal kapott
eredmények jol egyeznek a [12]-[13]-ban
kozolt eredményekkel a stabilitasi tar-
tomény nagy részében. FPy-hoz kozeli P
értékek esetén azonban eltérések tapasztal-
hatok. A [12|-ben kozoltek szerint a peri-
odikus megoldas egy homoklinikus bifurkéa-
ciénél jelenik meg és stabil fix pontok van-
nak P, és a homoklinikus bifurkicié kozti
keskeny tartomanyban, mig a harmonikus
linearizalassal kapott periodikus megoldas
az egész stabilitasi tartomanyban talédlhato.

A felharmonikusok elhanyagolasa
probléméat okoz Py-hoz kozeli P értékek
esetén. A harmonikus linearizdlas nem
ad megbizhato eredményeket itt, de ettél
a kis tartomanytol eltekintve ez a mod-
szer alkalmas a periodikus megoldasok
tulajdonsigainak a meghatarozasara. Igy
megallapithatd, hogy a harmonikus line-
arizalas jol alkalmazhatd szamos gépipari
jelenség vizsgalatdkor és a méretezési,
behangolasi probléméak megoldasakor.
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Filiggelék

A szamitasokat a paraméterek alabbi

értékei mellett végeztiik el:

m = 0.169 [kg]
M = 1.136 |kg|
my, = 0.2 kg

g =9.81[m/s?]

[ =0.5 [m]

K = 0.01 [Nms]
ry = 0.02 [m]
Ry = 0.03 [m]
T = 0.01 [m]

s = 10000 [N /m]

f=10.001 [m]



