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SZABÁLYOZOTT EGYENSÚLYOZÁSIRENDSZER PERIODIKUS MEGOLDÁSAIKollár L. E.�, Somló J.y, Stépán G.zÖsszefoglalásEgy korábban megalkotott inverzinga-ko
si modell lineáris stabilitásvizs-gálatát röviden összefoglaltuk. A hajtásnálmegjelen® kotyogást nemlineáris rugókarak-terisztikaként vettük �gyelembe. Ez sza-kaszonként lineáris rendszerhez vezet és arúd föls® egyensúlyi helyzete körüli rezgésétokozza. A periodikus megoldásokat har-monikus linearizálással kerestük, azok am-plitudóját és frekven
iáját meghatároztuka szabályozási paraméterek függvényében.A felharmonikusok hatását is megvizsgál-tuk. Az eredményeket összehasonlítottuka korábban kapottakkal és meghatároztunkegy paramétertartományt, ahol ez a mód-szer megbízhatóan alkalmazható.1. BevezetésSzakaszonként lineáris tagokat tar-talmazó dinamikai rendszerek gyakoriaka gépipari gyakorlatban. Fogaskerékpárokkotyogással, ütközés
sillapítók, mozgógépszerkezetek szárazsúrlódással, szom-szédos épületek földrengés közben szaka-szonként lineáris merevséget, 
sillapítástvagy kompenzáló er®t tartalmazó rendszer-rel modellezhet®k. A gyengén nemlineárisegyenleteknél alkalmazható analitikusmódszerek a mozgásegyenletek er®sen nem-lineáris jellege miatt ezekben az esetekbennem használhatók, de léteznek a periodikusmegoldások meghatározására alkalmas�Budapesti M¶szaki és GazdaságtudományiEgyetem, M¶szaki Me
hanikai TanszékyBudapesti M¶szaki és GazdaságtudományiEgyetem, Gépgyártáste
hnológia TanszékzBudapesti M¶szaki és GazdaságtudományiEgyetem, M¶szaki Me
hanikai Tanszék

analitikus módszerek [5℄-[8℄.Ilyen rendszerek szabályozásánaktipikus esete a me
hanikai rendszerek insta-bil egyensúlyi helyzeteinek a stabilizálása.Ez az eset a fent említetteken kívül számosmás gépipari feladatban is el®fordul. Ígyvizsgálatának mind oktatási, mind kutatásifontossága van. Ez a probléma merül fela ko
sira helyezett rúd egyensúlyozásánális, ahol a ko
sit egy motor hajtja egyfogasszíjon keresztül. A rúd függ®legesegyensúlyi helyzete instabil, a hajtásnáljelentkez® kotyogás következtében pediga leíró rendszer szakaszonként lineáris. Akotyogás nélküli rendszer stabilitásvizs-gálata és a szabályozási paraméterek síkjánmegszerkesztett stabilitási térkép [11℄-benmegtalálható. A kotyogás �gyelem-bevételével periodikus megoldások jelennekmeg abban a paramétertartományban, ahola kotyogás nélküli esetben a Routh-Hurwitzkritériummal stabil pontok határozhatóakmeg. A továbbiak a periodikus megoldásokmeghatározását tárgyalják harmonikuslinearizálással [5℄, majd az eredményeketösszehasonlítjuk a "
ontinuation" mód-szer [14℄ alkalmazásával korábban kapotteredményekkel [12℄-[13℄.2. Az inverz inga-ko
si modellA korábban említett egyensúlyozásirendszer az 1. ábrán látható [10℄-[13℄. Arendszer 2 szabadsági fokú, általános ko-ordináták az inga ' szöge és a hajtószíj� = rm � rwRwx megnyúlása, ahol rm [m℄a motortengely sugara, rw [m℄ és Rw [m℄a hajtott kerék sugarai,  a motortengelyszöge, és x [m℄ a ko
si vízszintes irányú el-mozdulása. A szabályozási rendszer a ko
si



_x sebességét, valamint az inga ' szögelfor-dulását és annak deriváltját méri. A motorK 
sillapítása a ko
si mozgásának di�eren-
iális er®sítésével eliminálható, így a szabá-lyozó er® az alábbi alakúra egyszer¶södikQ = P'+D _' ; (1)ahol P és D a PD-szabályozó együtthatói.
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si modellés a stabilitási térképA linearizált mozgásegyenlet-rendszera következ® alakban írható fel0� (m+M)mmrm2 �mmmlrmrw4Rw0 ml23 � m2l24(m+M) 1A ���' !+ (m+M) Krm 00 0 ! _�_' !+ 0 00 �mgl2 ! �' !+0� (m +M) rm + mmrmr2w2R2wmlrw2(m+M)Rw 1ARs = (m +M)Q0 ! ; (2)

aholRs = s� a rugalmas szíjban ébred® er®,s [N/m℄ a rugómerevség, m [kg℄ és mm [kg℄az inga és a motor tömege, M [kg℄ a ko
siés a motor tömegének, valamint a kerekekiner
iájából redukált tömegnek az összege,l [m℄ az inga hossza és g [m=s2℄ a nehézségigyorsulás.A rendszer stabilitásvizsgálatamegoldható a Routh-Hurwitz kritériumalkalmazásával [11℄. (2) triviális megoldásaaszimptotikusan stabil akkor és 
sak akkor,haP > P0 =  m +M + 12mm r2wR2w! g rmRwrw ;H2 > 0 ; (3)ahol H2 a maximális méret¶ Hurwitz-determináns. A stabilitási térkép megraj-zolható, ahogy az az 1. ábrán látható.3. A harmonikus linearizálás al-kalmazásaA kotyogás a hajtószíj és a mo-tortengely kap
solatánál jelenik meg. A szíjnem közvetíti a szabályozó er®t a kotyogáskis tartományában, vagyis a rugókarakte-risztika nemlineáris. A szíjban ébred® er®a � megnyúlás függvényeRs = 8><>: s (� + f) � � �f0 j�j < fs (�� f) � � f ; (4)ahol f a kotyogás értéke. Ez a függvény a2(a) ábrán látható.A továbbiakban a harmonikus line-arizálást alkalmazzuk szakaszonként lineárisrendszerekre, ahogy azt [5℄ ajánlja. Bontsukfel a fenti függvényt lineáris és telítettségigörbékre [5℄! A karakterisztika szim-metrikus, ezért elég a pozitív megnyúlás tar-tományában felírniRs = s�� ( s� � < fsf � � f ; (5)ahogy az a 2(b) ábrán adott. Periodikusmegoldásokat keresünk, így a megnyúlást� = B sin (!t) alakban feltételezzük és



mivel a karakterisztika egyérték¶ és szim-metrikus, a szíjban ébred® er® az alábbialakúra egyszer¶södikRs = b�+r3B sin (3!t)+r5B sin (5!t)+: : : ;(6)ahol b = s 1� k  Bf !! ; k  Bf ! =2� 0�ar
sin fB + fBs1� f 2B21A ; (7)r3 = �s�11  Bf ! ; r5 = �s�12  Bf ! ; : : :(8)�1m  Bf ! = 1�  sin (2m'1)m �sin (2 (m+ 1)'1)m + 1 +42m + 1 sin'1 
os (2 (m+ 1)'1)�m = 1; 2; : : : '1 = ar
sin fB! : (9)
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2. ábra (a) A rugókarakterisztika és(b) felbontása

Els® lépésben a felharmonikusok el-hanyagolásával Rs = b� helyettesítésalkalmazható a (2) egyenletben. Peri-odikus megoldás akkor jelenik meg, haa karakterisztikus egyenletnek van tisztánképzetes gyökpárja. Legyen � a karakte-risztikus gyök. A karakterisztikus egyen-letben � = i! helyettesítéssel élve, majda valós és a képzetes részt szétválasztva,2 egyenlet kapható. A rendszert jellemz®paraméterek és (7) behelyettesítésével azegyenletek 4 ismeretlent tartalmaznak, arezgés B amplitudóját és ! szögfrekven-
iáját, valamint a P és D szabályozásiparamétereket. Ha az egyik szabályo-zási paraméter rögzített, akkor a rezgésszögfrekven
iája és a másik szabályozásiparaméter megkapható a rezgés ampli-tudójának a függvényében. Így a peri-odikus megoldás amplitudója és frekven-
iája meghatározható minden olyan szabá-lyozási paraméterpárra, amelyre periodikusmegoldás létezik.4. A kapott eredményekA számításokat egy [13℄-ban adott,megvalósítható inga-ko
si rendszertjellemz® paraméterekkel végeztük el(ld. Függelék). A folytonos görbék a 3(a)és 3(b) ábrán a propor
ionális er®sítést,ill. a szögfrekven
iát mutatják az am-plitudó függvényében, ha a di�eren
iáliser®sítés rögzített, D = 2 [Nms℄. Alegkisebb amplitudójú periodikus megoldásB = 1:0087 [mm℄-re kapható, szögfrekven-
iája ! = 0:0705 [1/s℄, az ehhez tartozópropor
ionális er®sítés pedig P = 0:1986[Nm℄, ami a (3) egyenletben meghatáro-zott P0. Az 1. ábrán látható stabilitásitartományt határoló egyenes ennél azértéknél kapható meg. A 3(a) ábránmutatott egyenes a D = 2 [Nms℄ esetén astabilitási tartományt határoló parabola Pkoordinátájánál látható.A folytonos görbék a 3(
) és a3(d) ábrán a di�eren
iális er®sítést ésa szögfrekven
iát mutatják az amplitudófüggvényében, ha a propor
ionális er®sítésrögzített, P = 20 [Nm℄. A 3(
) ábrán hú-



zott egyenesek a P = 20 [Nm℄ esetén a sta-bilitási tartományt határoló parabola D ko-ordinátáinál láthatók.
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3. ábra (a) P � B összefüggés és(b) ! �B összefüggés D = 2 [Nms℄-ra,(
) D � B összefüggés és(d) ! �B összefüggés P = 20 [Nm℄-re

A 3. ábrán a pontozott vonallal jelöltgörbék a "
ontinuation" módszerrel kapotteredmények [12℄. A két módszerrel kapotteredmények elég jól egyeznek, eltekintveegy a stabilitási tartományt P0-nál határolóegyenes melletti kis tartománytól, ahol a"
ontinuation" módszer szerint a periodikusmegoldás nem létezik.A felharmonikusok hatását szinténmegvizsgáltuk. Az alapharmonikus begyütthatója, valamint az els® és a má-sodik felharmonikus r3 és r5 együtthatójaa (7)-(9) egyenletekb®l megkapható az am-plitudó függvényeként. Összehasonlítandóa b; r3 ill. r5 együtthatóknak a W (�)átviteli függvénnyel az i!; 3i! ill. 5i!helyen vett értékével képzett szorzata. Hajr3W (3i!) j � jbW (i!) j és jr5W (5i!) j �jbW (i!) j, akkor a felharmonikusok el-hanyagolhatók.
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A rugókarakterisztika hatását vizs-gáljuk, így az átviteli függvény bemenete amegnyúlás, kimenete a rugóer®W (�) = � xinxout = �1b : (10)A 4. ábra a felharmonikusok ésaz átviteli függvény szorzatát mutatja,pontosabban ennek, valamint az alaphar-monikus átviteli függvénnyel képzett szorza-tának a hányadosát. Az alapharmonikus ésaz átviteli függvény szorzata viszont 1, a-hogy az a (10) egyenletb®l következik.A stabilitási tartományt P0-nálhatároló egyeneshez közeli P értékekesetén a felharmonikusok nem hanyagol-hatók el, de P növelésével jr3W (3i!) j ésjr5W (5i!) j le
sökken jbW (i!) j 10%-a alá.jr3W (3i!) j-nek D-t®l függ®en van egymaximuma, de még ez a maximum sem ériel az 0:1-et, kivéve P0-hoz közeli P értékekesetén. r5 megváltoztatja az el®jelét egybizonyos B értéknél, így jr5W (5i!) j-nekkét maximuma van.5. KövetkeztetésekA harmonikus linearizálással kapotteredmények jól egyeznek a [12℄-[13℄-banközölt eredményekkel a stabilitási tar-tomány nagy részében. P0-hoz közeli Pértékek esetén azonban eltérések tapasztal-hatók. A [12℄-ben közöltek szerint a peri-odikus megoldás egy homoklinikus bifurká-
iónál jelenik meg és stabil �x pontok van-nak P0 és a homoklinikus bifurká
ió köztikeskeny tartományban, míg a harmonikuslinearizálással kapott periodikus megoldásaz egész stabilitási tartományban található.A felharmonikusok elhanyagolásaproblémát okoz P0-hoz közeli P értékekesetén. A harmonikus linearizálás nemad megbízható eredményeket itt, de ett®la kis tartománytól eltekintve ez a mód-szer alkalmas a periodikus megoldásoktulajdonságainak a meghatározására. Ígymegállapítható, hogy a harmonikus line-arizálás jól alkalmazható számos gépiparijelenség vizsgálatákor és a méretezési,behangolási problémák megoldásakor.
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